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Nel precedente seminario ([7]) sono stati descritti alcuni Fi. 
sultati di esistenza, unicità e regolarità della soluzione per problemi 
parabolici con condizioni laterali di tipo misto sotto l'ipotesi che la 
superficie di separazione dei dati non sia mai tangente ad un iperpiano 
t = cost. Ci proponiamo ora di illustrare come si possano trattare pro- 
blemi in cui la superficie di separazione è tangente ad un iperpiano 
t = cost., utilizzando ancora spazi di Sobolev dissimmetrici a regolari 
tà variabile modellati sulla geometria della superficie di separazione. 

Più precisamente, consideriamo la seguente situazione. 

Siano 2 un aperto limitato di R" con frontiera ©", loca lmen- 
te da una sola parte del suo bordo 99, e T un numero reale positi vo fis 
sato. Poniamo Q=]0,T]x 9, T=]0,T]x 99. Sia poi P, un sottoinsie- 

‘me connesso e relativamente aperto di T con frontiera y tale che: 
i) y è una varietà C° di dimensione n-1, connessa, con bordo dY; 
ii) v=v ({T} x 29); 
iii) esiste uno ed un.solo punto (0, x) € Ya XE 99, tale che il pia- 
no tangente a y in questo punto è parallelo all'iperpiano t = 0; 
iv) y e il suo piano tangente in (0,x,) hanno un contatto di ordine e- 
sattamente uno. 
Poniamo infine Do = Tar 
Sia ora P(t,x,9,) un operatore lineare ellittico del secondo 


ordine a coefficienti C° e reali. Il problema considerato è il seguen- 
te: 


(9, - P(t,x,9,))u = f ind, 
(P) E; (t,x,9,)u = gg înr,, i=12, 
u(0,x) = 0 ing, 
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dove gli operatori E, ed E, sono due tra i seguenti: l'operatore di 
Dirichlet, quello di Neumann e quello di Robin; inoltre non sono ineces 


sariamente distinti. Indichiamo con ki l'ordine di E; st = 152 


eco 


RR" 


(0,%9) 


Nel seguito, verrà considerato i] caso n 2 3; analogamente a 
quanto si verifica ne] caso ellittico e nel caso parabolico di [7], il 
caso n = 2 si ottiene con alcune semplici modifiche. 

Per tutte le notazioni non definite, si vedano, inoltre, 
[3] e [7]. 


1. LOCALIZZAZIONE VICINO AL PUNTO CARATTERISTICO 


Consideriamo dapprima i] problema (P) in uno strato sufficien- 


temente piccolo ] 0,59) xQ= ol. Per le nostre ipotesi, il problema 


(0) 


sulla rimanente regione Q\Q sarà del tipo di quello considerato în 


[7]; sarà però necessario modificare in parte la tecnica per consentire 


(0) 


; x e È Do) 
un "buon raccordo" tra gli spazi costruiti in Q 


ino\q0. 


Fissiamo un intorno Sx, 2n0)) in 9 dal punto x in modo che: 


e quelli costruiti 
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di) Y n (10,8) x (x :2n5)) è il grafico di una funzione reale C° 
definita su un sottoinsieme di 99; 
a,) esiste un diffeomorfismo C° h : ANS(x 20) + 00) ciye p 
ly] s > nè 0} xh che h(x, )=U0Ue ; è la distanza da 99; 
dy ) in h(a9N S(% »2n° ©) esiste un Ren di variabili C° y'=x(2') 
tale che l'immagine di y N ([0, RIC )} x Sx, ,2n0%)) attraverso 
As (1, e Xe l o Co) (1, ® h) = A ® w è contenuta nel paraboloide 
t=ljz'|, z70 a è possibile per il lemma di Morse e per 1a 
ipotesi im). 
Per fissare le Lara supponiamo che MP, N ([0, 50° ), x 9N))C 
{lt,2',0) ER" è > J21]2), 
Verrà posta successivamente una ulteriore condizione a 3) che 
(0) (cfr. $ 5). 
Sia poi 00), 059) una partizione dell'unità in 9 subordina- 
ta al ricoprimento {Sx ,2n0° )}n è 2,92 Sx ,nl0))} e siano n, 
vi0) E C°(A) due funzioni tali che: 


limita superiormente & 


supp vi9) a nS(x s2n0°)), supp a = ANS, nh), 


Indichiamo ora con A l'operatore associato al problema (P) e 
scriviamo ]'operatore y19) A 619) nelle coordinate locali definite da 
x; indichi amolo Sh vi0) Ai d 900)" » dove vel, vio) o n°! 
(0)' _ 000) 


d, (o) n° e AI è un si rali in n, % R° con coef- 


9 


ficienti INA. prolungati con costanti fuori da un compatto. 
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2. IL PROBLEMA A COEFFICIENTI COSTANTI IN UN SEMISPAZIO I 


Costruiamo ora una opportuna scala di spazi funzionali dove, 
utilizzando una tecnica di localizzazione e incollamento "alla AgranoviÈ 
e Vitik" ([1]), è possibile invertire l'operatore AL A tal fine, suppo- 
niamo dapprima che l'operatore A; sia omogeneo e a coefficienti costanti; 


1 
consideriamo cioè il problema 


(CA = L(a_))u = 


FinR xR, 
+ + 


B, u=G sez = Di la t®< a; 
(P*) 1 i n > 

B, u= Go ly e. zz) > ba 

u(0,z) = 0 in R,» 


dove L(3,) è un operatore ellittico omogeneo del secondo ordine a coef- 
ficienti costanti, B; è l'operatore di Neumann o quello di Dirichlet, 
ord B; = ki» 1 = isla 

Sia poi TE Î x RI + Rx R' il seguente cambiamento di va- 
[6]): 


riabili (cfr. 


Ti l(t.,2) > (tw), PT = 


LR 


" 


COREA sl #7 F, GOT = @ G., 


j = 1,2, il problema (P*) si trasforma nel problema 


La +w-V)v+L(d0)v=F inrxR", 
Za: ‘ w + 
tal Si = Li 
(P*) Bjv=G, se up=0 lu'l<t 
B, v= 6 se wi |w'| > 1. 


1] problema (P*) è un problema con condizioni laterali di tipo 


misto e superficie di separazione cilindrica; è possibile quindi utiliz» 
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zare le tecniche già viste in [7]. Non è possibile però utilizzarne di- 

rettamente i risultati per la presenza del termine w- LA in RI che pro- 
viene dalla singolarità di T nella origine e non è quindi eliminabi le. 
Con una trasformazione di Laplace bilatera il problema (P*) 


si trasforma nel seguente problema ellittico dipendente da un parametro. 


lau v Sa n 
200 + w* Vv + L(d,,)V Pim: 
(P*) Br Yaù Se Uol 0 SOI 
q 1 N Di n 
B,v=G, se w,=0, |o*| è dic 


Osserviamo che il problema al contorno (P3) è un problema mi- 
sto al finito (dove il termine w- V, È irrilevante), mentre all'infini 
to è un ordinario problema al contorno per un operatore ellittico a coef 
ficienti polinomiali. Gli spazi per questo problema si otterranno incol 
lando gli spazi già studiati per il problema misto al finito con spazi 
modellati sull'operatore L(9,) + ila + W- Lar all'infinito; analogamen 
te si costruirà un inverso per l'operatore associato al problema (Po). 

Occorre dunque preliminarmente descrivere alcuni risultati 
relativi agli operatori ellittici a coefficienti polinomiali del tipo 


di quello in (Po) e ai relativi spazi funzionali. 


3. PROBLEMI AL CONTORNO IN UN SEMISPAZIO PER OPERATORI ELLITTICI CONTE- 
NENTI IL TERMINE w- V ([5]) 
SERI ce dea e oe RSA 


Definizione 3.1. Se mE NU {0}, poniamo 


MO(R") = L°CR"), (()) stu; LEGAMI, 
2m+2 N 2 
N Rie stag) n Den!9 tue V) » 


q q 
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(Ii mag + CCM-AMU)E + (tal +e 9 UT + ((u)) 


dove D _, (B) denota il dominio di B în MR"). Inoltre, se s€ ]0,1[, 
M 
q 
po ni amo perees pg =D__((1-4)°)Np Lia" V)°), normato analoga 
q mel me w = 
q q 


mente al caso intero (si può verificare che, se Re "a s 0 ed è sufficien 
temente grande in modulo, le potenze frazionarie utilizzate sono corret- 
tamente definite). 

Gli spazi Me (R1) sono definiti come spazi quoziente. Osservia- 
mo infine che è possibile dimostrare che gli spazi MO costituiscono una 
scala di spazi di interpolazione. Abbiamo inoltre il seguente Teorema 


di tracce: 


Teorema 3.2. Siano s > p +3 > YK 


ordine k su W, 5 0; allora l'applicazione u + (rgUa ++ sYp0) è continua 
da 


l'operatore di traccia di 


Sn 
M (R) su 


s-3-j,_n-1 
M R 3 
x È ( ) 


ux<to 


ed ha norma uniformemente limitata in q. Inoltre esiste un rilevamento 
continuo che gode della stessa proprietà. 
Enunci amo ora il risultato che ci interessa per lo studio del 


problema (Pa). 


2 
Teorema 3.3 (cfr. [5], Teor. 3.2). Siano s ® 2 e Re q sq 0» 


4% opportuno. Allora l'operatore 


L= Gla +07) + L(9,)) ® B 


2 2, 
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è un isomorfismo da Me (R,) su Me (R,) x Lili LUO 

Di più la sua norma e quella del suo inverso sono uni formemen 
te limitate in q. 

Per la dimostrazione si procede ne] modo seguente: con oppor- 
tune integrazioni per parti, si ottiene una stima a priori per s = 2; 
successivamente per induzione e per interpolazione si ottengono stime 
a priori per L che assicurano la chiusura del codominio. 

Per provare la densità del codominio (e quindi la suriettivi- 
tà di L), si ricorre ad un cambiamento della funzione incognita. Proce- 


diamo in questo modo: 


siano Le € cn, 9, € cr") e depotiamo con K la matrice dei coef- 


<KT ",w>/4 


ficienti di L; ponendo allora v=e u, il problema Lu= (f 7%) 


si trasforma ne] problema 
1 


LÉ v 


((L(3,)) -i< L'aob Geniale E) v= 


2 


-1 
_ (eSK wswd/4 


o? 


-1 
SK (w' 30) 3 (5w',0)>/4 
di 9) ì (fi 9. 


#e c°(p") ate Cp"! # èv' - 

Ora, fi CR)» gî CR ) e l'operatore L# è l'operato 
re associato ad un problema al contorno per un operatore ellittico a 
coefficienti polinomiali che è ellittico nella coppia di variabili (x,E). 
Per tali operatori esiste un'ampia trattazione (si veda, ad esempio, 
[8]); in particolare, per il Teorema 4.2 di [4], i1 problema L*#v i) 
ha una soluzione in s(R") e quindi Lu = (£°9) ha una soluzione in 
MR), V s>2. 
q + 
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4. IL PROBLEMA A COEFFICIENTI COSTANTI IN UN SEMISPAZIO. II 
Definizione 4.1. Nel seguito, sia S = {(w',0) € E, beh 
Sia LCPETZE 3Òm } una partizione dell'unità in Rî tale che 
a) sup e, 03 Fifese: diana Al <m, supp è; Oss gsejga=l0 
ji = +1, sv 
b) d; E C a” )3; deQaa 
Inoltre, sia W un fissato intorno di S in RI tale che: 
c) W NsupP è, =Je 
d) se SUPp d; (3 FA np n(R° o») #9, allora 
SUPp è; AG, mR" x {0}) #9, i 


"aa ora LE un intorno di U; 


Ccà a 


supp d; (i = 2,...Mm') tale che 


su V. sia defi “a un cambiamento di seariabi D che muta Vi N RI in 
RI e e Vi n (re x {0}) in gp” i x {0} lasciando Treni; la n-ma coor 
dinata e tale che, se (UPEZZE Duo sono le nuove coordinate, Mn-1 è la 


distanza (con segno) tra la proiezione sul piano w, = 0 del punto ori- 

ginale e S. Indichiamo con 3; il relativo operatore sulle funzioni. Se 

poi j = m' + 1,...,m, poniamo sj = I, 
Scegliamo w,., € U, in modo che: 

È è Re 
e) se U; AS # de allora %(;) E S; 
f) se U; mR” x {0}) # Pe U; NS =, allora w;) € pe! x {0}; 
. £W .0W , all ; W 
g) se U, d e U; #9, al ora us) É 


Siano infine q € C,s,1°: RI + R funzioni continue tali 


ui 


che s/c = s(0(j))» UD 0 e poniamo 
W 


W 


Ss; = s(0(;))» LE = Uo;))» Î = fieri 


Indichiamo allora con N (R1) lo spazio delle funzioni 


s,-1,1) 
u tali che: 


2 * Oa a 
027906 = (($,u)) + IS; d.ull2 isa 
(s;-1,1) ts, pg ddl, 1;»1; 
dove le norme || Il, -1.,1, S0n0 calcolate in RI quando 
ae fas 
un! x 0) # 9. 
J 
Supporremmo inoltre 
h) ls; Sy] < 1/4, N; UA < 1/4 se U; PULAI, jik=1,... am 


Gli spazi di bordo sono definiti in modo analogo. 
Osserviamo inoltre che l'operatore y, di traccia di ordine k 
; q n q n- 
è continuo da M(s,-1,0) 8) a M(s-1-k-3,1) ). 
Si ha allora: 


Teorema 4.2. Siano q €C,s22,120, Di l'operatore associa 


to al problema (P*). Se Re Pa < chi 103 Si è un isomorfismo tra 


q n 
sl 21,008 e 
g n q , : 
M(5-2,-1,D) 08) x Misia m (A 50), IN <A 
% Mis-1-4,-3,1)({l0!.0). lw'| > 1}) se risulta 


(k, + k,)/2 < sj}; < (ky + ko) /2 RI = Zen 


Di più le norme di Li e di figpr sono uniformemente limita- 


te in q. 
La dimostrazione è analoga a quella del Teorema 2.1 di [31]. 
(*) La norma | -|| s.,-7,7 50N0 quelle che in [3] e in[7] sono indica- 
te con [-] dic? 


Ss 
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Osserviamo infatti che, sul supporto di d,o k> 1, la norma în M° (R0) è 
equivalente ad una norma di Sobolev H° (R") e quindi ad una norma 
n 
H5 0,0 4)» 
Risulta a questo punto naturale la seguente 


[sii NE n 
Definizione 4.3. Indichiamo con Mps pl % R) lo 


spazio delle funzioni u per le quali risulta 


Ps 


Oa = | {luo T°')(y+i0,-)))" 


s/235,-1,1)y 7 | bt 


Gli spazi Msu]0,6]x RI sono definiti per restrizione. 

Osserviamo che si tratta di spazi a regolarità variabile con 
un peso temporale di tipo potenza sul piano t = 0, peso che proviene 
dal fatto che il cambiamento di variabili T è singolare nell'origine. 
Fuori da un intorno dal paraboloide z, = 0, |2'|? = t, gli spazi M sono 
ordinari spazi di Sobolev parabolici con un peso a t = 0; a mano a mano 
che ci si avvicina al paraboloide, la regolarità decresce nelle direzio 
ni non tangenti al paraboloide stesso. Una più esplicita caratterizza- 
zione degli spazi "lontano dal paraboloide" verrà data più oltre ($ 6) 
quando questi spazi andranno raccordati "lontano dal punto caratteri - 
stico". 

Gli spazi di bordo, infine, sono definiti in modo analogo ed 
esistono naturali teoremi di traccia. 

Osserviamo che, nel seguito, la presenza del parametro y nel- 
la definizione degli spazi avrà un ruolo essenziale nelle tecniche di 


localizzazione; a tal fine saranno utilizzati i tre risultati seguenti: 


Proposizione 4.4, i) Sia s = 1; allora l'applicazione u>d37, U 


n] 
î n n 
è continua da Moretti x R,) a M (5 /2-1/2:8-1,-1, Day R4* Ri)» 
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ii) sia s = 2; allora l'applicazione u + du è contina da 


n n 
M(sszzs toy RO A M/0-159-2,-1,1) ya (RARO. 


Proposizione 4.5. Sia a € S(R x R"); allora 370,070 
tali che, 


n 
Vs > 0,Vu E M(5/238,-1,1):y (19381 x R) > 


Ei 
bal TE i LT x R" lol + ù Maia ly i 
? + 


Proposizione 4.6. Ve> 0 36, > 0 tale che 


(Us /235,-1,) vat î ZA 


6 £ DA se le norme sono calcolate in 0,5] x RI 7 


Ripetendo a ritroso le considerazioni che hanno portato dal pro- 


blema (P*) al problema (PA), dal Teorema 4.2 si ottiene il seguente ri- 


sultato. 


Teorema 4.7. Siano s,1:: R° +10,+%[ soddisfacienti le ipotesi 


del Teorema 4,2, 


n 
E 
F M(5/2-135-2,-1,1) ya la Ù R,) u 


1 


n= 
CMS; -8)/2;5-1k ape (R, XR Ja 


ine. 


Allora 3 € R tale che, se y < Ta i] problema (P*) ha una ed 


NIDI 128 


una sola soluzione in M Ù i più i 
in a 10 x R) e di più sussistono le na 
turali stime a priori. 
Un analogo risultato sussiste in] 0,8]x R° con costanti nella 
stima a priori uniformemente limitate rispetto a 6 in un intorno compatto 


dell'origine. 


5. IL PROBLEMA LOCALIZZATO VICINO AL PUNTO CARATTERISTICO 


(o) 


5 3 a lo) 
Formuliamo ora l'ulteriore condizione su n. ) e é 


03) Scegliamo 809) tale che 
m 
(To 0° (1-3 109 26, + e1x (U V)C 
: J 
j=2 
10,265} x stx_3n1°) 5 


Vedremo più avanti l'opportunità di questa scelta. 


Proviamo ora che A è invertibile tra 


(0) n 
4(5/2:8,-1,1) siii di 
(0) n 
Misia, RI A 
2 
x(X M È (0) n 
i ((S-k;-3)/2;9-k;-1-3,1),ytk; (logs Jo R)). 


A tal fine, osserviamo preliminarmente che sussistono risulta- 
ti analoghi al Teorema 1.7 per il problema all'interno e per il problema 
al contorno non misto (cioè con un solo operatore di bordo). La dimostra 


zione è analoga. 
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Sia ora to;» Jj = 0,...,N} una partizione dell'unità C° in RI ta 
le che P; EC, “ (R RI), desi easi-Siamo fo; {= ai x; sd 0 
due insiemi Pe ni al tali che x; x dj EG (RT ), È rta; 
Us 1, 05 8a Pas3uPs & Ti Susgzdo=a0oa ciao Sia 245 
€ SUpp P;> j = 0,...,N. Denotiamo con Atto) la parte principale paraboli- 


ca di AJ; abbiamo allora 


o; Al = o; (At (0); * Ki; + UE La 0,...,N 
(qui A (0)j è l'operatore A (0) con i coefficienti congelati nel punto 
(0,z2.) e che contiene due, uno o nessun operatore di bordo a seconda che 
] 0,549, x SUpp P; intersechi A(y), intersechi 3, * O ma non A(y) o sia 
contenuto in Z, du), 9; Ki. - A! Ò 9; Ti = Gall cs 


4% (A; 1(0) 1(o)j lj JA 1(0) 


j= 0,...,N. Possiamo pensare si Ki; e Tij siano siii su tutto lo 


}, 


‘ spazio. 
Per il Teorema 4.7 e per quanto osservato precedentemente, 
A {oli ha un inverso Bitoli che è continuo tra gli spazi tra i quali na- 
turalmente opera, con norma indipendente dall'altezza del cilindro. Con- 
sideriamo ora, ad esempio, la "componente di equazione differenziale" 
Le Fa ‘<A . Analogamente, se è necessario, si trattano le altre componen- 


Ri 1j 
. Abbiamo (le norme sono calcolate in ]0, 569) ) x R, Pia 


O; Pijltza Va (ed, 


sl e dita 2)95 V (s/2- 1;s-2,-1,1);y+2 ? 


dove gli ti sono i coefficienti di Pij: Così, per le Proposizioni 4.5 e 


4.4, stringendo il supporto di x; (e quindi anche SUpp i e supp 8 ), se 
809) è sufficientemente piccolo, l'ultima norma scritta si verra. con 


e(V) (5/2; S}=1,1)3y 
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Sempre per le Proposizioni 4.4, 4.5 e 4.6, una stima analoga 
vale per TH; purché 800) sia sufficientemente piccolo, in quanto Hi con 


tiene solo termini di ordine inferiore a due. In questo modo A (o)j + 


ij ha a sua volta un inverso continuo Rij è 


Sia ora ® = (£',9199) appartenente allo "spazio dei dati", e 


+ X.Ki.+ty.T 
J9 G 


poniamo 


De 


R!' 0 = o. R!. p. è ; abbiamo 
1 ji) ti Pi 


N N 
i DI x î ' ' ' = 
AR © Fiabe: e Dl > Sia I 0 + Bò. 


Osserviamo ora che [ 9j» AI è un operatore di ordine al più uno; 
quindi, applicando ancora le Proposizioni 4.4, 4.5 e 4.6, la norma di B può 
essere resa piccola purché 559 sia sufficientemente piccolo. Risulta così 
A' R! è invertibile. Analogamente, anche R' A' ha un inverso continuo; ne 


La 11 
segue che 


Di(4' DI ai DI 4 1 Dp: 
RICA; Ri) e (RI A) RI 


sono un inverso destro e sinistro, rispettivamente, di Al 


6. IL PROBLEMA (P) NELLO STRATO q°°) 


(0) 


Vogliamo ora costruire degli spazi "naturali" su Q *. Questi 


spazi coincideranno in 10,64%} x stx 3019) con le immagini degli spazi 


(0), ( 


M attraverso Pali mentre, su 10,64%} x (ANS 32M dove il proble- 
ma, per l'ipotesi 0), È un ordinario problema al contorno) saranno spazi 


di Sobolev parabolici con un peso a t = 0 (per raccordarli con i primi). 
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Per giustificare la successiva definizione, premettiamo alcune considera 
zioni. 
(o 


(0) ( 


Sia v EC*(Q ), tale che supp uC]0,8 °))n 


Ix((an S(x3?N 
\stx n°). Per d3), risulta: 


IL 
MdA V(5/2:5,-1,1);y 


- I (C(u Ct 0 A°')Cy + io, IE, 43) do > 


1) 


= f (((uo(T o dhe + io, E do . 
R 1 


D'altra parte, se S, è un intero positivo pari, l'ultimo integrale scrit 
to è equivalente a 


i i s,/2 
| CE | uu (t,x)]7 + 151013," u(t,x)]? + 
10,59) x R° 


n SI, 2 
+ L la, u(t,x)|°))dt dx, 
i=f i) 
dove y' = y-n/2-1. 


E' allora naturale procedere come segue. 


Definizione 6.1. Siano se N U{0}, 5 € R,, 0 € R, X un sotto- 


insieme aperto di R". denotiamo con kK°(10,6) x X) To spazio delle funzio 
ni u tali che: 


2 
tu;61È = [ (E° lu(t,%) 1° + 19425 (|aSu(t,x)]? + 
i 10,6] x X 
n 
# Y 1355 ult,x)|7))dt dx < + ©. 
i31 i 
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; 2 : Sa ; 

Gli spazi Ko per s € R, non intero sono definiti per interpola 
zione. In modo analogo sono definiti gli spazi di bordo se X è sufficien 
temente regolare. 


(0) 


Definizione 6.2. Sia $ £ $ 3 denotiamo con 


23 slo j ri i i i 
cea $3-] 1 10,51 x 2) lo spazio delle funzioni u per le quali risulta 
[30,815 = (06) 0 a°0)72 + 
(s,-1,1);y 1 (s/23s,-13.1)6y 
+ 16°; 560)? ER: 


s,/23y-n/2-1 


In modo analogo vengono definiti gli spazi di bordo. 
Dalla definizione degli spazi segue poi che, se y < 0 è suffi- 
cientemente grande in modulo e s = 1, se 


ue k6$/2:5:71+13(10,8 1x9) N C°0,61x 2), risulta u(0,x) = 0. 


Per descrivere le proprietà degli spazi K e per utilizzarli 


(0) 


per la risoluzione del problema (P) inQ , premettiamo alcuni risulta- 


ti sugli spazi K. 


Proposizione 6.3. Siano 0: 9, ER, a < 0,» s 0; allora 


n e 
[u;6], b < C$ [ u;6], a 
E] 1 9 2 
Vu EKÎ (]0,61x X). 
dg 


Preposizione 6.4. Sia o € R; 


i) se s 2 1, l'applicazione u + d è continua da 


S s-1 . 
K_(10,8) x X) a K_49(10361 x X)3 


ii) se s = 1/2, l'applicazione u > d, u è continua da 
i 
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S S-} ; 3 
K_(10,81 xa K_41 (10:81 Ya = a 
iii) se a E S([0,6] x X), l'applicazione u + qu è continua da 


K°(10,81 x X) in sè. 
o 


Preposizione 6.5. Siano o ER, s > 5 e sia k il più grande 


intero minore di s-1/2; allora l'applicazione 


u+ otra) 


S-j/2-1/4 


k 
n 2 S 
è continua da K_(10,61 x X) su X Ko .4j+1/2 


j=0 


(]0,6] x ax). 


Inoltre esiste un rilevamento continuo. 

La dimostrazione della Proposizione 6.3 è immediata; le Propo- 
sizioni 6.4 e 6,5 vengono dimostrate utilizzando una caratterizzazione 
“degli spazi K del tipo di quella introdotta da Triebel (cfr. ad es. [9]) 
per lo studio di spazi con peso. Lo stesso tipo di tecniche, insieme ai 
risultati classici per i problemi al contorno parabolici (cfr. ad es. 


[1]), ci permette di ottenere il seguente risultato. 


Teorema 6.6. Siano s > 1, 0 <8 s 509). allora 3 E R tale 
che, se o < 90° l'operatore E = (0, - P(t,x,9,)) ® E, è un isomorfismo 
tra K°(10,6] x ul KS” (10,6) xa) x Min 10,0) x 30).Di più la 
norma di E e di E sono uniformemente limitate rispetto a $ appartenen 
te a un intorno compatto dall'origine. 

Tenendo ora presente che, su 10,569) x((9 SETCIRCILIIIN 
\s(xnî9)), gli spazi che vengono "incollati" coincidono, si hanno 
risultati analoghi alle Proposizioni 6.3, 6.4 e 6,5 per gli spazi K. 

Utilizzando ora l'esistenza di un inverso per l'operatore AI 
negli spazi M e il Teorema 6.4, con un ragionamento analogo a quello fat- 


to der dimostrare l'invertibilità di Al» diminuendo eventualmente 600), 
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si ha: 
Teorema 6.7. Siano s,1 come nel Teorema 4.2; allora 3 L° E R 


tale che, se y £ Le 6 £ 809), l'operatore A associato al problema (P) 


in J0,6]x 2 è un isomorfismo da 


k($/2:5+71:12(10,6) x 2) su 
Vatalltataine co Hi) & 


2 
«ig g((5-ki-3)/235-1-ki-»1)(([0,81 ur r,). 


i 


7. IL PROBLEMA (P) NELL'INTERO CILINDRO 


Costruiamo ora un diffeomorfismo che "cilindrizza" la superfi- 
cie di separazione y lontano da t = 0. Questo diffeomorfismo, analogamen 
te a quello costruito in [7], trasforma la parte superiore del cilindro 
in se stessa e non altera il tempo; permette inoltre di definire spazi 
funzionali che si "raccordano bene" con quelli definiti in uno strato vi 
cino at=0. 

Più precisamente si ha il risultato seguente. 

Teorema 7.1. Siano 0 < %, < $, & 509). allora esiste un diffeo- 
morfismo C° r, : [to/2,T] x Q+ [tg/2;T ]x 2 tale che: 


t 


: v) i 
i) N ([t/2;T! x 99) =[ t/2:T 1x 99; 


ii) rv (18, /2,T1x 00) = [ty/2,T1 x (y 0 ((to/2,%), x €20) è 


iii) ri (Ct) x 9) = {t}x 2, vte [t/2:7] : 
(o) 
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iv) r ttt /2,6 il x SUpp 009) 


(0) si 


È -1 
= (Ao Lo oTo Wagai x supp gl 


dove L, (t0) = (ellT,vt7a w). 
La dimostrazione è analoga a quella del Teorema 2.2 in [7]. La 
unica modifica è dovuta alla necessità di soddisfare la condizione iv) 
(che assicura il "buon raccordo" con gli spazi definiti nel primo stra- 
to). A tal fine, basta prendere come carta in un intorno 
dî It, (E25 dI +elx (9 50%, ,2n69)) l'applicazione Lio oTol/e sceglie 


re in ‘it opportuno la VISA dell'unità con la anta vengono "inco] 
lati" i diversi campi Hg 


A questo siate. possiamo definire una classe di spazi funziona- 
li globali sul cilindro Q. 
Con le notazioni introdotte in precedenza, poniamo 
c; & 9; lo) D 0 A (prolungata con zero su tutto N), j = Lise ala 
(o) 


Inoltre poniamo 
k.(t,x) = (t, h.(vt_/2 3 Ji E 
j(050) = ( jto/2 W(x))), i 
dove w è tale che / = IA ® ye ui è stata introdotta nella Definizione 4.1. 


Definizione 7.2. Sia t of? $ a < Bs T. Indichiamo con 


Riad, mp 0 B]x 2) lo Spazio delle funzioni u per le quali 
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{uja,8}5 ima A i? 

30, (s/2:8,-1,1) S 5, uo i 3 lo,Blx Q +: 
4 1 1 

+ Iz.(uo r.')) 0 k.; al <4w, 
& to j (2811 


dove le norme a secondo membro per j = 2,...,m sono le norme in 


n : n siadade 
Ho /2:5,,-1,,1,0)98! xR)oin Ho fore sett] x R) definite in 
J J dd J J Ji 


[3] e in [7k 

Questi spazi sono, in effetti, spazi analoghi a quelli conside 
rati in [7] con una scelta opportuna delle carte ky e della partizione 
dell'unità WIFIZEZIORE 

E' importante osservare che, se t/2 sa. Bs to? gli spazi 
R e gli spazi K danno la stessa regolarità sullo strato ]Ja,B]Xx 2, in 
forza della iv) dal Teorema 7.1. 

Ciò giustifica la seguente 


(S/25621 31) 


Definizione 7.3. Denotiamo con L (Q) lo spazio del- 


le funzioni u tali che 


[Ch Lu; "Rd rage 


s/2:8,-1,1);y sl) iY 


2 
+ {u; to?» T}(s/2:5,-1,1) <+4 0, 
Analogamente vengono definiti gli spazi di bordo. 
Osserviamo che, se le condizioni al bordo non sono date da due 
operatori di Dirichlet (k, = ko = 0), possiamo scegliere s,1 in modo che 
s-] 2 1; così i nostri spazi risultano immersi in quelli di Baiocchi 


(cfr. [2] e [7], Teorema 2.1). 
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Osserviamo ancora che gli spazi 2 non dipendono dalla scelta 
del punto t, € 10,65%, 

Osserviamo infine che, per i teoremi di traccia negli spazi 
‘5 ff2:spe1;dy e negli spazi K, per gli spazi Q sussiste un analogo ri 
sultato di esistenza e continuità delle tracce. 

Relativamente al problema (P), abbiamo ora il seguente risulta- 


to. 


Teorema 7.4. Siano s 2 2, ye R ; allora l'operatore A associa- 


to al problema (P) è un iaonarifiane tra PETE 

((s-2)/2;s-2,-1,1) ((5-kj-3)/2;s-kj-1-3,1) 2 

2,42 (O) x (x i (P;)) purché |v| 
i=1 i 

sia sufficientemente grande. 

La dimostrazione è analoga a quella di [1] per il caso parabo 
lico ordinario (si veda anche la dimostrazione del Teorema 1.1 in [7]). 

Sia ul9) una soluzione di (P) in 1o,t;] x Dr 

Ne: (o 

u6°) € Pisa 1:1) (10,8 lx 2); sia poi 1u69) un prolungamento di ul ) 
in g(5/238:-1,1) 

, Y 
dI A x» (E94ag,) = AU (5/2;5,-1,1) 
lungato con zero in] O,to/2] x 2, appartiene ancora a 
Posto allora u = 1u9) + U, > u risulta soluzione del problema (P). 

L'unicità segue poi utilizzando i risultati di unicità per (P) 


in ]0, to* Q ein It /2,T! xD 


(Q). Per il Teorema 2.3 di [7], esiste una soluzione u 


1 
(0); u, € R 


(1t/2.T] x 2) che, pro 
(s/2;5:-1:1)(9) 
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